Chapitre 4

Conducteur en équilibre

I. Introduction

Un conducteur est un corps contenant des porteurs de charges libres, des particules
chargées susceptibles de prendre un mouvement d’ensemble sous I'effet de forces
électrostatiques. Ces porteurs de charges sont des électrons dans le cas des wétanx et des fons
dans le cas des électrolytes ou plasma.

Un conducteur est en équilibre électrostatique lorsque les porteurs de charges libres qu’il
contient n’ont aucun mouvement d’ensemble. Ainsi aucun courant macroscopique n'existe a
l'intérieur de ce conducteur.

A Pintérieur d’un systéme isolé constitué par plusieurs conducteurs, des déplacements de charges
peuvent s’opérer par :

» frottement de corps non chargés préalablement,

» contact de deux corps, si I'un des deux corps ou les deux sont chargés initialement,
] » Tinfluence de corps chargés sur un corps isolé placé en leur voisinage.
Enoncé de la loi
Dans un systeme isolé, la charge électrique se conserve :

2q=0

Par exemple, un atome non ionisé se comporte comme une particule électriquement neutre.

Corps conducteurs et corps isolants

Un corps quelconque, isolé, contient un certain nombre de porteurs de charges : ce sont les
protons liés aux noyaux des atomes et les électrons qui gravitent autour des noyaux.

Lorsque certains électrons sont « libres », c’est-a-dire tres faiblement liés a leurs atomes d’origine,
ils constituent un « gaz d’électrons » susceptible de se déplacer sous I'action d’un champ

électrique E et d’acquérir une vitesse moyenne :
<v>=uE
ou  estla mobilité des porteurs libres. Ainsi, dans les métaux, on admet qu’en moyenne un

électron se trouve libéré pour chaque atome, le nombre d’atomes par cm3 étant de I'ordre de
1023

Les isolants ou di¢lectriques peuvent étre définis grossicrement comme des corps ne possédant
pratiquement pas de charges libres. Il en résulte une conductivité tres faible, ce qui correspond a
une résistance tres élevée.

II. Propriétés des conducteurs en équilibre électrostatique
I1.1. Champ électrostatique

Le fait que les porteurs de charges libres sont immobiles implique que le champ électrique
a l'intérieur d’un conducteur en équilibre est nécessairement nul.
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Dans un conducteur en équilibre électrostatique, le vecteur champ est uniformément nul

Eint =0
I1.2. Potentiel électrique
En tout point intérieur au conducteur en équilibre nous avons : E =—grad(V) =0, on déduit :

Le potentiel V est uniforme dans tout le volume de Ia matiére conductrice, y compris sur
Ia surface du conducteur\ =Cte

Remargue : La surface d'un conductenr en équilibre électrostatique est alors une surface équipotentielle. Par
conséquent le champ est orthogonal a cette surface.

I1.3. Charge volumique
Considérons une petite surface fermée intérieure a la matiere conductrice, délimitant un petit

. L T
volume d7 . D’aprés le Théoreme de Gauss, le flux du champ sortant de cette surface est , Oof
&
0

le champ est nul a l'intérieur d’un conducteur en équilibre électrostatique, on en déduit que :
La charge volumique est nulle en tout point d’un conducteur en équilibre électrostatique,

Pint = 0
Remargue : 1. électrisation d'un conductenr en équilibre électrostatique ne peut étre que superficielle.

I1.4. Lignes de champ

Dans un conducteur, méme chargé, le champ électrique a l'intérieur Eint est nul.

=V,

La surface est au méme potentiel qu’a intérieur =V, it

surf

Au voisinage de la surface, les équipotentielles sont paralléles a la surface : Eex est
perpendiculaire a la surface. D’ou les lignes de champ :

Remarque :
Aucune ligne de champ ne peut revenir sur le conducteur. En effet, la circulation du champ de
cette ligne impose :

V(A)-V(B) = Edi

Si les points A et B appartiennent 2 la surface du conducteur, on V (A) =V (B) alors que
lintégrale (la circulation le long d’une ligne) n’est pas nulle.

III. Champ au voisinage d’un conducteur

En un point M infiniment voisin de la sutface S d’un conducteur, le champ électrique E  est
normal a §. Considérons une petite surface 5, parallele a la surface § du conducteur. On peut
ensuite construire une surface fermée ) en y adjoignant une surface rentrant a l'intérieur du
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conducteur S, ainsi qu’une surface latérale S, . En appliquant le théoréeme de Gauss sur cette
surface fermée, on obtient

4, (E) = {EdS = [[EdS + [[EdS+ [[EdS = Es,, = >
) S. Sint Sext €o
E-Zhq
&y

Théoréme de Coulomb :1.c champ électrique a proximité immédiat d’'un conducteur de densité
surfacique ¢ vaut

- O
E-Z
&

n
N étant un vecteur unitaire normal au conducteur et dirigé vers 'extérieur.
IV. Pouvoir des pointes
Nous allons montrer qu’a proximité d’une pointe, le champ électrique est tres intense.

Considérons deux spheres conductrices de rayons respectifs R, et R, portées au méme potentiel
(reliées par un fil conducteur). Les deux sphéres ont une densité de charge uniforme o, et g,.

®
0, TM

Uz‘f’i' Rz
sm.-:éf
.
V(O) =V, = - 208 V(G,)=V, = - _U 2,05
drey s, Ry drey s R
_ 1 0-147ZR12 _aR _ 1 0-247ZR22 _o,R,
drs, R, & drs, R, &
Puisque V, =V, = - R
o, R

A potentiel égal, la densité de charges d’un conducteur chargé est plus importante sur la surface
ayant une courbure forte (petit rayon) que sur la surface ayant une courbure faible (grand rayon)

Conséquence :
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On observe une accumulation de charges sur 'extrémité de la pointe.

Applications :
- paratonnerres de Franklin
- canon a effet de champ des microscopes électroniques

V. Pression électrostatique

Soient deux points M et M’ infiniment proches de la surface d’un conducteur de densité surfacique
o, M situé a extérieur tandis que M’ est situé a l'intérieur.

Considérons une surface élémentaire 4S5 située entre ces deux points. Soit E1 le champ créé en M
par les charges situées sur df et E2 le champ créé en M par toutes les autres charges situées

ailleurs que sur 45. Soient E'l et E'z les champs respectifs en M.

extérienr

imtérienr E) l T —
1

On a alors les trois propriétés suivantes
> E2(M)=E',(M") car M et M’sont infiniment proches.
> E'l (M) = —E'z (M") car le champ électrique a intérieur du conducteur est nul.

> El(M )= —E'l (M") car M et M, sont symétrique pat rapport a dS, considérée comme un
plan puisque M et M’ peuvent étre infiniment rapprochés.

Grice 4 ces trois propriétés, on en déduit que E2 = Eic’est a dire que la contribution de
I'ensemble du conducteur est égale a celle de la charge située a proximité immédiate.

. s , ... = .= [ 2ng Ly L,
Le théoréme de Coulomb permet d’écrire E1+E2 =—n on en déduit que le champ créé par

&
0
I’ensemble du conducteur (a I'exclusion des charges situées en 4S5) au voisinage du point M
— o -
Ez=——n
2.&,

La force électrostatique que subit la charge dq = odS des autres charges du conducteur est
dF =dgE. =adS-Z-n
2¢,

—_— 2 —_
dF:O-dSn

2¢,

Cette propriété est caractéristique d’une pression, force par unité de surface. Ainsi, la pression
électrostatique subie en tout point d’un conducteur vaut
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p_ 0"
2¢,

VI. Capacité d’un conducteur isolé

Soit un conducteur a Péquilibre électrostatique isolé dans lespace, chargé avec une
distribution surfacique ¢ et porté au potentiel V.

En tout point M du conducteur, le potentiel s’écrit :

1 P)dS
VM) = 4reg, s” O-(PI\)/I

urface

P étant un point quelconque de la surface.

Le potentiel 17 est proportionnel a la charge O du conducteur, en effet quand la charge Q
devient 1.Q (c-a-d A.o) alors le potentiel et est multiplié aussi par A. Tout état d’équilibre d’un

conducteur isolé (caractérisé par Q et 1) est tel que le rapport Q/V teste constant

On pose: C = Q ,
\
C est la capacité propre du conducteur, elle s’exprime en Farad (F).
Remarque : La capacité d'un conductenr est une grandenr toujours positive (C>0). Elle dépend de la géométrie
de la surface et de la matiere du conductenr.

Exemple : Capacité d’une sphére métallique isolé
Sila sphere porte une charge Q, on sait que son potentiel est :

V(M) = 1 Q
4re, R
C=4rgR

Application numérigne :
- Pour une sphére de rayon Im : 0.1110°F soit 0.11 nF

3
- Pour la terre 6400km : C :% ~0.710°°%F soit 0.7 mF

Remarque :
On voit sur ces exemples que le Farad est unité trop grande pour mesurer la capacité usuelle. On

utilise les sous multiples : microFarad 1uF =10"°F , nanoFarad InF =10°F , et picoFarad
1pF =10"F .

VII. Systéme de conducteur en équilibre
VII.1. Phénomene d’influence électrostatique

Jusqu’a présent nous n’avons abordé que les conducteurs chargés, isolés dans espace. En
fait, ’équilibre d’un conducteur dépend de toutes les charges qui 'entourent.
Que se passe-t-il lorsque, par exemple, on place un conducteur neutre dans un champ électrique
uniforme ?

Etant neutre, sa charge Q = J.J‘ o dS doit rester nulle. Mais étant un conducteur, les charges sont

surface

libres de se déplacer : on va donc assister a un déplacement de charges positives dans la direction
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de E et de charges négatives dans la direction opposée. On obtient alors une polarisation du
conducteur (création de podles + et -), se traduisant par une distribution surfacique ¢ non-
uniforme (mais telle que Q=0).

Dans le conducteur a I’équilibre, il apparait un champ électrique induit par ce déplacement de
charges :
= le champ électrique interne Eint tel que :
Eint+Eex =0
Le champ est donc nul a l'intérieur du conducteur a I’équilibre.

Macroscopiquement, on observe une densité de charges surfacique :
La présence d’un conducteur dans une région ou régne un champ électrique induit une
perturbation locale de ce champ.

Considérons maintenant le cas plus compliqué d’un conducteur (A1) de charge Q, avec une
densité surfacique 0, placé a proximité d’un conducteur neutre (A2). En vertu de ce qui a été dit
que oy, q

précédemment, on voit apparaitre une densité surfacique ¢, non-uniforme sur (A2) due au
champ électrique de (A1). Mais, en retour, la présence de charges o, situées a proximité de (Al)
modifie la distribution de charges o !

A Péquilibre électrostatique, les deux distributions de charges o, et 0, dépendent 'une de
I'autre. On appelle cette action réciproque, ’influence électrostatique.

Dans cet exemple, ’'influence est dite partielle, car 'ensemble des lignes de champ électrique
issues de (A1) n’aboutissent pas sur (A2).

VII.2. Théoreme des éléments correspondants

Considérons deux conducteurs (g;) et (¢,) portés aux potentiels I, et 1/, (tg. 17,<17). 1l
existe des lignes de champ partant de (g,) (d’une zone électrisée positivement) pour rejoindre

(6,) (en une zone électrisée négativement)

zone oo =40 zone onc >0

Ligne de champ
Vi fule de champ

V3

On appel tube de champ, 'ensemble des lignes de champ s’appuyant sur une courbe fermée,
telle que (I}) tracée sur (g,) ou (I',) tracée sur(g,).
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Le tube de champ défini ci-dessus intercepte :
- sur (g,)une calotte de surface §,, de bord (I'}) portant la charge ¢, ;

- sur (g,)une calotte de surface S,, de bord (I',) portant la chatge ¢, ;
Nous cherchons a trouver une relation entre les deux charges ¢, et ¢,, pour ce tragons a l'intérieur
de (g;) une surface (£,)de bord (I}) eta lintérieur de (g,) une surface (£,) de bord (I7,).
Notons (Z)la surface latérale du tube de champ

(Z)

() - = (62)

g1 41
I:El} o (Ejj
Ve €1 f{]‘l‘fj.l‘f

Le flux du champ électrique sortant de la région intérieure 2 (£, UZ, UZX) est:

+
v (u) selon la loi de Gauss ;
&y

v" Nul par construction (E =0 dans les deux conducteurs et E tangent a(Z))

D’ou le théoréme :
Les Charges des calottes S, et S, dites éléments correspondants, sont opposées.

VII1.3. Influence Totale

On peut créer des conditions d’influence totale en plagant (A1) a I'intérieur de (A2)

A partir du théoreme des éléments correspondants on peut
facilement démontrer que

Qu+Q" =0
Ou Q,, est la charge du corps (A1) et Q)3 est la charge de la face

intérieure du conducteur (A2).

Ay Michael Farada
Cette propriété est connue sous le nom de théoréme de Faraday Y

1791-1867

Notion d’écran ou de blindage électrostatique : la cage de Faraday

Un conducteur a I’équilibre a un champ nul : de ce fait, s’il possede une cavité, celle-ci se trouve
automatiquement isolée (du point de vue électrostatique) du monde extérieur. On définit par
écran électrostatique parfait tout conducteur creux maintenu a un potentiel constant. Lorsqu’on

relie (A2) au sol, on a Q2ext =0 (les charges s’écoulent vers la Terre ou proviennent de celle-ci).
Dans ce cas, le champ électrique mesuré a extérieur de (A2) est nul, malgré la présence de (A1)
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chargé a l'intérieur de (A2). Ainsi, 'espace extérieur a (A2) est protégé de toute influence
électrostatique provenant de la cavité. L’inverse est également vrai.

(Liénérataur

Masse (so0l) Masse (sol)

Prenons maintenant le cas ou (A1) porte une charge nulle et ou (A2) est placé a proximité

d’autres conducteurs chargés. A I’équilibre, on aura Q2Int =0 mais un champ électrique non nul
mesuré a I'extérieur de (A2), dépendant de la distribution surfacique externe de (A2). Ainsi,
malgré la charge portée par la surface extérieure de (A2), la cavité interne posséde un champ
¢lectrique nul. Nous voyons donc que le champ électrique régnant a l'intérieur de (A2) est
parfaitement indépendant de celui a extérieur. Noter que ceci reste vrai méme si (A2) n’est pas
maintenu a potentiel constant.

Une combinaison linéaire de ces deux situations permettant de décrire tous les cas possibles, nous
venons de démontrer que tout conducteur creux maintenu a potentiel constant constitue bien un
écran électrostatique dans les deux sens. Un tel dispositif est appelé cage de Faraday.

VIIL 4. Coefficients d’influence électrostatique

Lorsque plusieurs conducteurs sont mis en présence les uns des autres ils exercent une
influence électrostatique réciproque. A I’équilibre les densités surfaciques de chaque conducteur
dépendent des charges qu’ils portent, de leur capacité et de leurs positions relatives.

Soit un ensemble de (#) conducteurs (A4,) de charge électrique totale O, et potentiel 17, , en
équilibre électrostatique. On peut montrer que :

vi, Q =).CV,
j

Ou sous forme matricielle :

Ql Cll o Cln Vl
Q| |Ca - Cu |V,
Qn _Cnl o Cnn_ Vn

Les coefficients Cj; sont appelés coefficients d’influence. Les coefficients C; sont parfois
appelés coefficients de capacité ou capacités des conducteurs en présence des autres. Il
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ne faut pas les confondre avec les capacités propres C; des conducteurs isolés, seuls dans
Pespace.

Exemple
Soient deux conducteurs sphériques, (Al) et (A2), de rayons R, et R, portant une charge Q, et

Q, , situés a une distance d 'un de 'autre. A quels potentiels se trouvent ces deux conducteurs ?

d=00Da==R R

En vertu du principe de superposition, le potentiel de (A1), pris en son centre 0, est :

1 o,dS 1 o.,dS
V.(0.) = s N 292
1) Are, {I PO, 4rs, {f PO,

Ou le premier terme est da aux charges Q, et le second a celles situées sur A, . Lorsque la
distance d est beaucoup plus grande que les rayons, on peut assimiler P,O, = 0,0, =d pour tout

point P, de la surface de A, et’on obtient :

4reR, 4me,d C, C,

Ou l'on reconnait en C,la capacité d’une sphére isolée et en C, un coefficient qui dépend 2 la

V1(01)= Ql + QZ Ql _}_%

fois de la géométrie des deux conducteurs et de leur distance. En faisant de méme pour (A2), on
obtient

4zeR, 4me,d C, C,

V2 (Oz) — QZ + Ql QZ + &

Ou C,est la capacité de (A2) isolée. On obtient donc un probléme linéaire qui peut se mettre

sous la forme matricielle suivante

1 1

- = V.
e
EENEY P
Cd Cz 2 2

cest a dire V; = D;Q; ou la matrice D;; est connue a pattir de l'inverse des diverses capacités.
Silon veut se ramener au probleme précédent (calcul des charges connaissant les potentiels),
c’est a dire a la résolution de Q, = CijVj , ou Cij est la matrice des coefficients d’influence, il faut
: . . ! . =]

inverser la matrice D;;. On obtiendra en effet Q; = DV, ce qui donne C;; = D;;”. Dans le cas

présent, on obtient

CGC,
C C C
11 1_ C1C2 22 1_ C1C2 12 21 1_ C1C2
c? c’ (o5
d d d

On voit clairement sur cet exemple que :
1. les capacités en présence des autres conducteurs C; ne sont pas identifiables aux

capacités propres C,; des conducteurs isolés dans I'espace

M. Aaboud 49 CP : AP1, 2018-2019



2. les coefficients d’influence Cij sont bien négatifs.

VIII. Les condensateurs

Un condensateur est un ensemble de deux conducteurs en influence. Ces conducteurs
sont appelés armatures.
Il'y a deux types de condensateurs :

Vi
Vr__//fﬂii:;:i:l
v,
vV,

a armatures rapprochées a influence totale

VIII.1. Capacité d’un condensateur

Soient un condensateur formé de deux conducteurs (A7) et (A2) portant une charge totale Q1 et
Qzet de potentiels I”7et V2. Nous avons alors :

Q _ Cu Cp (V)
Q. Cu Cpu \V,
Les coefficients d’influences C;; ne dépendent que de la géométrie du condensateur pour les
déterminer nous allons considérer des cas particuliers simples. Regardons ce qui se passe dans le
cas d’un condensateur a influence totale ou (A2) est reliée a la masse (V, =0 et sz =0car
on néglige toute influence extérieure). Alors on obtient
Q=QI + Q" =QI" =-Q,
Cy=-Cy
La premicre relation n’est vraie que si (A2) est a la masse, mais la seconde est générale.
Par ailleurs, on sait que C,; =C,, (on peut aussi le redémontrer en reliant les deux conducteurs
pat un fil (V; =V,) et choisir Q, =0). Par convention, la capacité C du condensateut, sa charge Q
et sa tension entre armatures sont alors définies de la facon suivante,

C=C,
U=V,-V,
Q:Q1

Ce qui fournit la relation des condensateurs

Q=CU

Pour un condensateur a armatures rapprochées, on obtient le méme résultat, moyennant une
séparation faible (devant leur taille) des conducteurs. Dans ce type de condensateur, les charges

Q, et Q, correspondent a celles qui se trouvent réparties sut 'ensemble de la surface de chaque

conducteur. Mais si la distance est faible, 'influence électrostatique va condenser les charges sur
les surfaces en regard, de telle sorte que 'on peut faire ’hypothése suivante
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Q=Q"+Q' ~Q
Q=Q"+Q; = -Q Q" -Q

ce qui nous ramene a une expression identique a celle d’'un condensateur a influence totale.

Remarques
1. Pourquoi appelle-t-on ces dispositifs des condensateurs ? Parce qu’ils permettent de
mettre en évidence le phénomene de « condensation de I’électricité », a savoir
I’accumulation de charges électriques dans une petite zone de 'espace. Ainsi, en
construisant des condensateurs de capacité C élevée, on obtient des charges électriques QQ
¢élevées avec des tensions U faibles.

Xt < e
," —Q (pour un condensateur 2 influence

totale) et, en toute rigueur, ne vaut —Q que lorsque (A2) est mise a la masse. En général,
elle reste cependant négligeable devant Q dans les cas considérés dans ce cours et on
n’en tiendra donc pas compte.

2. La charge située sur 'armature (A2) est Q, =

Exemple : Capacité d’un condensateur plan

14
!1!1!1!1I-I-I-!-I1!1!!!!-I-!I-Ii!i!i!il-I-!-I1!1!1!1!1I-I-!-!-I!!!iliii-ﬁ!i!
V4 E [ d
T
4
E:E1+E2: éz+__(—éz)——ez
& 2.8, &
2
= o
U=V,-V, = [Edz="d
1 &
D’ou une capacité par unité de surface (S=1)
c_9 _&S
u d
VIII.2. Association de condensateur
a. Condensateurs en paralléle
Vy
+Qy L +Qs +03 +0n_[
Q) 71 Qs -Qa Qy ——
Va

Soient n condensateurs mis en paralléle et portés a la méme tension
U=1,1,
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pour chaque condensateur nous avons Q; = C, U alors la charge totale est

Q :iZQi :izci-u
C:ZCi

et donc

b. Condensateurs en série

v
T

v,
— | sl
+0 Q +Q -0 +0-Q

Soient n condensateurs mis en série et portés au potentiel U, pour chaque condensateur nous
avons Q; =C; U, alors la charge totale est

U=V, -V, =V, -V, +V, =V, +...+V,_, -V, =

Q Q v 1
C—+...+C—n—Zi:Ci Q

2

Q.Q.
C G
et donc

IX. Energie électrostatique

IX.1. Charge ponctuelle dans un champ électrostatique
Soit une charge ponctuelle ¢, placée en un point M(OM =T) dans un champ

¢lectrostatique E.  Pour un déplacement fini entre A et B la force électrostatique effectue le

B
travail W = ¢ E - dF = q(V, —Vg ). Lopérateur extérieur exerce la force Fops = —F donc fournit

A
le travailW,e = -W = q(VB —VA). On pose
U,=qV
Energie potentielle d’interaction de la charge dans le champ ; dans ces conditionsW = —-AU o

Remarque :
Le potentiel électrique est une mesure (a un facteur q pres) de Iénergie électrostatique et
I’énergie est indépendante du chemin suivi.

IX.2. Energie d’un systéme de charges

L’énergie d’un systeme de charges coincide avec le travail fourni par Popérateur extérieur pour
réaliser le systeme :
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1
u,= Ezqivi (P)
Le facteur 1/2 apparait parce que chaque couple est compté deux fois et

Vi(R) = L Zq_J

dre, 7 f

est le potentiel créé en P/ par toutes les charges autres que g,
Le résultat précédent se transpose aisément au cas des distributions continues : ainsi

U, =§” oVds ou U, =§m pVdv ceci respectivement pour une distribution surfacique et

volumique. [ est ici le potentiel total en un point ou se trouve I’élément de surface ou de volume.

a. Energie électrostatique d’un conducteur en équilibre
Soit un conducteur isolé, de charge Q@ distribuée sur sa surface 8. L’énergie potentielle
¢lectrostatique de ce conducteur est alors :

up=%jjaws=%vﬂod5=%vq

On peut aussi écrire

2
u,==cv:=1%
P2 2 C

b. Energie d’un systéme de conducteurs

Pour un conducteur en éguilibre électrostatique, les charges étant uniquement superficielles,
Iexpression de énergie est de la forme

Up =23V [ oS =23 V,Qi
21 s 2 i

i
Exemple : Densité d’énergie pour le condensateur plan
. S , .
La capacité d’un condensateur plan étant C :an permet d’écrire I’énergie sous la

forme
1 S .,
RAPRFN

Si on pose volume =V = Sdet E = 1V/d = champ électrique uniforme entre les armatures,

I’expression de I’énergie devient
2
1 \Y 1
Upzz OV H 2580VE2
Ainsi tout se passe comme si entre les armatures du condensateur I’énergie électrostatique était

répartie avec la densité

U
vV 2

Dans le systéme SI, cette grandeur s’exprime en josules par m° (Jm”).
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